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Tóm tắt. Bài báo thực hiện tính toán vỏ trụ bằng vật liệu nanocomposite có cơ tính biến thiên gia 

cường bằng ống nano cacbon (FG-CNTRC) với điều kiện biên ngàm hai đầu chịu tải trọng cơ nhiệt. 

Trường nhiệt độ trong vỏ trụ được giả sử phân bố theo độ dày và xác định theo phương trình truyền 

nhiệt. Các thông số đàn hồi của vật liệu có xét đến ảnh hưởng của nhiệt độ. Sử dụng lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao (HSDT) có tính đến ứng suất pháp tuyến để thiết lập hệ phương trình cân bằng cho 

bài toán nhiệt đàn hồi của vỏ trụ. Thực hiện giải hệ phương trình cân bằng bằng chuỗi lượng giác và 

phép biến đổi Laplace. Mô hình tính toán được kiểm chứng bằng cách so sánh với các nghiên cứu 

đã được công bố. Thực hiện khảo sát ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT, tải trọng nhiệt đến phân bố 

nhiệt độ, chuyển vị, ứng suất của vỏ trụ FG-CNTRC chịu tác dụng đồng thời của tải trọng cơ nhiệt. 

Từ khóa: nhiệt đàn hồi, vỏ trụ, FG-CNTRC, lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. 

1. Mở đầu 

Kể từ khi được phát hiện bởi Iijima [1] năm 1991, CNT với đặc tính độ bền cao, trọng lượng riêng 

nhỏ, khả năng dẫn điện, dẫn nhiệt vượt trội [2] đã được lựa chọn làm thành phần hàng đầu cho vật liệu 

nanocomposite. Để phát huy tối đa hiệu quả sử dụng vật liệu CNT, Shen [3] đã đề xuất mô hình vật liệu 

FG-CNTRC đầu tiên vào năm 2009. Do tiềm năng to lớn của FG-CNTRC, vấn đề kết cấu tấm, vỏ bằng 

vật liệu FG-CNTRC trong môi trường nhiệt được nhiều nhà khoa học quan tâm.  

Nhiều nghiên cứu đã xét nhiệt độ trong toàn bộ kết cấu là không đổi. Sử dụng HSDT và giả thiết 

trường nhiệt độ đồng nhất trong kết cấu, Shen và cộng sự đã khảo sát hiện tượng ổn định tĩnh của panel 

trụ FG-CNTRC [4], hiện tượng mất ổn định tĩnh của vỏ trụ FG-CNTRC [5] và uốn phi tuyến của panel 

trụ FG-CNTRC trên nền đàn hồi [6] trong môi trường nhiệt. D. G. Ninh và D. H. Bich [7] sử dụng lý 

thuyết vỏ cổ điển để nghiên cứu dao động phi tuyến của vỏ trụ FG-CNTRC có lớp áp điện bao quanh 

bởi nền đàn hồi chịu tải trọng cơ nhiệt với trường nhiệt độ không đổi. H. Van Tung và L. T. N. Trang 

[8] đã sử dụng lý thuyết vỏ cổ điển để khảo sát ổn định phi tuyến của panel trụ FG-CNTRC chịu đồng 

thời áp lực ngoài và nhiệt độ với nhiệt độ không đổi trong toàn bộ kết cấu. Sử dụng lý thuyết vỏ bậc 

nhất, D. T. Dong và cộng sự [9] đã khảo sát ổn định phi tuyến của vỏ FG-CNTRC có gân tăng cứng 

trong môi trường nhiệt bao quanh bởi nền đàn hồi với trường nhiệt độ không đổi trong toàn bộ vỏ. N. 

Van Thanh và cộng sự [10] đã khảo sát đáp ứng phi tuyến và dao động của vỏ trụ FG-CNTRC trên nền 

đàn hồi dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất của Reddy với nhiệt độ đồng nhất trong toàn bộ vỏ. 

Một số các nghiên cứu có xét đến ảnh hưởng của tải gradient nhiệt (Themal gradient loads) nhưng 

đã sử dụng giả thiết các thông số vật liệu không phụ thuộc vào nhiệt độ (Temperature independent 

properties). Trong những nghiên cứu này yếu tố nhiệt chỉ thể hiện ở phần biến dạng nhiệt. Alibeigloo  

sử dụng lý thuyết đàn hồi ba chiều để khảo sát tấm chữ nhật FG-CNTRC có biên tựa đơn [11],  tấm chữ 

nhật FG-CNTRC có lớp áp điện với các cạnh biên tựa đơn [12] và panel trụ FG-CNTRC có biên tựa 

đơn [13] chịu tải trọng cơ nhiệt. P. T. Hieu và H. Van Tung [14] sử dụng lý thuyết cổ điển khảo sát hiện 

tượng ổn định tĩnh vỏ trụ FG-CNTRC có các cạnh biên tựa đơn chịu tải trọng nhiệt. 

Có rất ít công bố đồng thời xét đến ảnh hưởng của tải gradient nhiệt và ảnh hưởng của nhiệt độ 

đến các thông số đàn hồi (Temperature-dependent properties) bên cạnh ảnh hưởng của biến dạng nhiệt. 
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Pourasghar và cộng sự đã nghiên cứu đáp ứng đàn hồi nhiệt của vỏ trụ FG-CNTRC trên nền đàn hồi 

[15], vỏ trụ FG-CNTRC gia cường bằng ống CNT đơn tường lượn sóng [16] chịu tải trọng cơ nhiệt có 

xét đến gradient nhiệt và thông số đàn hồi phụ thuộc nhiệt độ. Trong các nghiên cứu này, tác giả đã sử 

dụng hàm chuyển vị và phân bố nhiệt độ dạng chuỗi lượng giác để thoả mãn điều kiện biên gối tựa. 

Bài báo này thực hiện nghiên cứu vỏ trụ FG-CNTRC có biên ngàm hai đầu chịu tải trọng áp suất 

có xét đến ảnh hưởng của tải gradient nhiệt. Nhiệt độ phân bố theo chiều dày và được xác định từ phương 

trình truyền nhiệt. Các thông số của vật liệu có xét đến ảnh hưởng của nhiệt độ. Sử dụng lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao có kể đến ảnh hưởng của ứng suất pháp tuyến [17] để thiết lập hệ phương trình cân 

bằng của vỏ. Thông số hiệu dụng của vật liệu FG-CNTRC được tính bằng quy luật trộn lẫn. 

2. Mô hình tính toán và phương pháp giải 

Xét vỏ trụ FG-CNTRC có chiều dài L , bán kính R , độ dày h  như Hình 1. Sử dụng hệ toạ độ 

cong trực giao O z . Chuyển vị của một điểm trong vỏ theo các trục  ,   và z  lần lượt được ký hiệu 

bởi u , v  và w . Vỏ chịu tải trọng áp suất trong q−
 và tải trọng áp suất ngoài q+

và tải trọng nhiệt 
Tq . 
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Hình 1. Thông số vỏ trụ FG-CNTRC và các trường hợp phân bố CNT 

2.1. Thông số vật liệu 

Xét năm trường hợp phân bố tỷ lệ thể tích CNT theo chiều dày, bao gồm: phân bố đều (UD) và 

bốn trường hợp thay đổi tuyến tính theo chiều dày: FG-Ʌ, FG-V, FG-X và FG-O như Hình 1. Theo quy 

luật trộn lẫn, các thông số hiệu dụng của FG-CNTRC được xác định theo nhiệt độ như sau [6, 15]: 
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trong đó ( )1,2,3i i =  là hệ số hiệu dụng của CNT. ,CNT

iiE 12 ,CNTG 12 ,CNT ,CNT

ii  CNT

iik  lần lượt là mô đun 

đàn hồi, mô đun cắt, hệ số Poisson, hệ số nở nhiệt và hệ số dẫn nhiệt dọc theo các phương dọc ( )1i = , 

phương ngang ( )2i =  của CNT. ,mE  ,mG ,m ,m mk  là mô đun Young, mô đun cắt, hệ số Poisson, 

hệ số nở nhiệt và hệ số dẫn nhiệt của vật liệu nền. 
CNTV  và 

mV  là tỷ lệ thể tích của CNT và nền. Quan 

hệ giữa tỷ lệ thể tích CNT và vật liệu nền như sau: 

1CNT mV V+ =  (2) 

Phân bố tỷ lệ thể tích CNT trong 5 trường hợp được tính như sau: 

CNT CNTV V =                        cho mô hình UD  (3.a) 

( )2 1 2CNT CNTV z h V = −      cho mô hình FG-Ʌ  (3.b) 

( )2 1 2CNT CNTV z h V = +       cho mô hình FG-V  (3.c) 

( )2 1 2CNT CNTV z h V = −     cho mô hình FG-O  (3.d) 

( )4CNT CNTV z h V =                 cho mô hình FG-X  (3.e) 

Các thông số hiệu dụng khác của vật liệu được tính như sau: 

22 33 12 13 23 12 13 31 21 32 23 21 21 12 22 11 33 22 33 22, , , , , , ,E E G G G E E k k          = = = = = = = = = =  (4) 

2.2. Hệ phương trình cân bằng 

Trường chuyển vị của vỏ khi xét đến ứng suất pháp tuyến được khai triển như sau [17]: 
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trong đó: x R = . Mối quan hệ chuyển vị - biến dạng được xác định như sau: 
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Mối quan hệ ứng suất – biến dạng của vỏ chịu tải trọng cơ nhiệt khi xét đến ảnh hưởng của nhiệt 

độ đến thông số vật liệu được xác định như sau: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

11 12 13 44

21 22 23 55

31 32 33 66

0 0

; 0 0

0 0

z z

z z

z z z

C T C T C T C T

C T C T C T T C T

C T C T C T C T

    

    

 

    

    

    

           
           

= −  =           
           

            

 (7) 

trong đó refT T T = −  và refT  là nhiệt độ chuẩn khi đó không có biến dạng nhiệt. Các hằng số độ cứng 

ijC  khi xét đến ảnh hưởng của nhiệt độ được xác định như sau: 
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Sử dụng nguyên lý chuyển dịch khả dĩ ta thu được hệ phương trình cân bằng như sau: 
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Các lực suy rộng bao gồm hai thành phần do lực đàn hồi và do nhiệt: 
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Thành phần lực do nhiệt được tính như sau: 
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Trong trường hợp nhiệt độ biến thiên theo phương bán kính của vỏ trụ và không có nguồn nhiệt 

biên trong cấu trúc vỏ thì nhiệt độ phân bố theo chiều dày của vỏ được xác định như sau [13]: 

 33

1
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T
k r

R z z z

  
= 

+   
  (13) 

Điều kiện biên nhiệt độ:  
iT T=   tại 2z h= −  và

oT T=   tại 2z h=     (14) 

Đối với vỏ trụ kín, điều kiện biên ngàm được xác định như sau: 

 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 20, 0, 0,u u u u v v v v w w w= = = = = = = = = = =   (15) 

2.3. Phương pháp giải 

Thay biểu thức chuyển vị (5) vào các biểu thức từ (7-10) ta sẽ thu được hệ gồm 11 phương trình 

vi phân tương ứng với 11 ẩn chuyển vị. Hệ phương trình này có các hệ số chỉ phụ thuộc vào thông số 

hình học và vật liệu. Việc giải hệ phương trình vi phân nhận được bằng phương pháp phân tích theo 

chuỗi lượng giác đơn và phép biến đổi Laplace được trình bày trong công trình [17, 18]. Do khuôn khổ 

của bài báo có hạn, nên nhóm tác giả không trình bày chi tiết ở đây. 

Từ biểu thức nghiệm chuyển vị thu được, các thành phần ứng suất phẳng , ,      được xác 

định theo phương trình (7). Các thành phần ứng suất cắt được xác định bằng cách tích phân phương 

trình cân bằng dựa trên lý thuyết đàn hồi 3 chiều như sau: 
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 (16) 

3. Kết quả tính toán và nhận xét 

3.1. Kiểm chứng mô hình và phương pháp giải 

Để kiểm chứng, so sánh kết quả tính toán cho vỏ trụ FGM trong môi trường nhiệt với biên ngàm 

hai đầu với kết quả của Gharooni et. al [19] được tính toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn. Thông 

số hình học của vỏ: độ dài 0.8 mL= , bán kính trong 0.04 ir m= , độ dày 0.02h m= ; thông số vật liệu: 

0.3i = , 200 i GPaE = , 612 10  / o

i C −=  , 20 / .ik W m K= ; nhiệt độ mặt trong và mặt ngoài lần lượt 

là 125 o

iT C= , 25 o

oT C= ; nhiệt độ tham chiếu là 25 o

refT C= . Mô đun đàn hồi E , hệ số nở nhiệt 

, hệ số truyền nhiệt k  được xác định như sau: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ); ;
n n n

i i i i i iE z E R z r z R z r k z k R z r = + = + = +  (17) 
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Kết quả so sánh ứng suất pháp tuyến tại các vị trí khác nhau trong các trường hợp chỉ số tỷ lệ thể 

tích n=-1; 0; 1 ở Bảng 1 cho thấy mô hình và phương pháp giải đảm bảo độ chính xác .  

Bảng 1 So sánh kết quả ứng suất của vỏ trụ FGM trong môi trường nhiệt 

z  (MPa) 
1n = −  0n=  1n =  

Ref [19] Bài báo Ref [19] Bài báo Ref [19] Bài báo 

2z h= −  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

4z h= −  -13.032 -14.192 -14.964 -15.588 -17.096 -17.622 

0z =  -13.109 -13.363 -16.742 -17.001 -21.228 -21.401 

4z h=  -7.630 -7.181 -10.720 -10.356 -14.973 -14.766 

2z h=  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

3.2. Ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT 

Xét vỏ trụ có biên ngàm hai đầu với 5 kiểu phân bố: FG-Ʌ, FG-V, UD, FG-O, FG-V.  Thông số 

hình học của vỏ: R=0.5m; L/R=5; R/h=10. Vỏ chịu áp suất phân bố đều ở mặt trong Q0=107 Pa, nhiệt 

độ mặt trong Tin=300 K và mặt ngoài Tout=500 K. Vật liệu được chế tạo từ  (10,10) SWCNTs và nền 

PMMA. Mô đun đàn hồi và hệ số nở nhiệt của vật liệu nền PMMA theo nhiệt độ như sau [20]: 

( ) ( )4 63.52 34.10 , 45 1 0.0005 .10m mE T GPa T K− −= − = + 

 
(18) 

trong đó nhiệt độ tham chiếu 
0 300T K= . Hệ số Poisson 0.34m = , hệ số dẫn nhiệt 5mk W mK=  

Thông số của (10,10) SWCNTs tại một số nhiệt độ được cho ở Bảng 2 [16, 20]. 

Bảng 2 thông số vật liệu của (10,10) SWCNT tại các nhiệt độ 

T  
11

CNTE  22

CNTE  12

CNTG  11

CNT  22

CNT  11

CNTk  22

CNTk  

K  GPa  GPa  GPa  
610 K−

 
610 K−

 W mK  W mK  

300 5646.6 7080 1944.5 3.4584 5.1682 3000 100 

400 5667.9 6981.4 1970.3 4.1496 5.0905 3000 100 

500 5530.8 6934.8 1964.3 4.5361 5.0189 3000 100 

700 5474.4 6864.4 1964.4 4.6677 4.8943 3000 100 

Giả thiết rằng các thông số vật liệu của CNT là một hàm đa thức của nhiệt độ như sau [16]: 

2 3

0 1 2 3P P PT PT PT= + + +
 (19) 

trong đó P  là thông số phụ thuộc vào nhiệt độ và các hằng số 
iP   xác định được ở Bảng 3. 

 Bảng 3 Các hằng số của thông số vật liệu CNT phụ thuộc vào nhiệt độ 

P  0P  1P  2P  3P  

11

CNTE  6.3998e12 -4.3384e9 7.4300e6 -4.4583e3 

22

CNTE  8.0216e12 -5.4204e9 9.2750e6 -5.5625e3 

12

CNTG  1.4076e12 3.4762e9 -6.9650e6 4.4792e3 

11

CNT  -1.1252e-6 2.2917e-8 -2.8870e-11 1.1363e-14 

22

CNT  5.43715e-6 -9.84625e-10 2.900e-13 1.2500e-17 

Các giá trị hiệu dụng của CNT: *

1 2 3 20.28; 0.141; 1.585; 0.7 ;CNTV    = = = =  
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Các đại lượng chuyển vị không thứ nguyên và áp suất không thứ nguyên được tính như sau: 

( ) ( ) 0; , , , , , , , , , ,zz z z z z zw w h Q                    = =
 

(20) 

 
a) Phân bố nhiệt độ theo chiều dày 

 
a) Chuyển vị w  

 
b) Ứng suất   

 
c) Ứng suất   

 
d) Ứng suất 

zz  

Hình 2 Ảnh hưởng của kiểu phân bố đến nhiệt độ, chuyển vị và ứng suất theo chiều dày tại 2l R =  
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Từ kết quả ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT đến phân bố nhiệt độ theo chiều dày, chuyển vị và 

ứng suất không thứ nguyên theo chiều dày tại vị trí điểm giữa của vỏ được thể hiện ở hình 2, ta thấy: 

Kiểu phân bố CNT ảnh hưởng lớn đến phân bố nhiệt độ, chuyển vị và ứng suất của vỏ.  Hàm 

nhiệt độ của trường hợp phân bố đều UD là hàm tuyến tính, các trường hợp khác FG-Λ và FG-V, FG-

O và FG-X đối xứng nhau theo từng cặp qua đường nhiệt độ của UD. Điều này có thể giải thích là hàm 

tỷ lệ thể tích có tính đối xứng từng cặp qua đường phân bố đều UD. Chuyển vị trong trường hợp phân 

bố kiểu FG-Λ là nhỏ nhất. Đối với các ứng suất ta thấy đồ thị của trường hợp phân bố UD nằm giữa hai 

kiểu phân bố FG- Λ và FG-V.  

Về mức độ ảnh hưởng, kiểu phân bố ảnh hưởng đến các thành phần ứng suất  ,    nhiều hơn 

đối với 
zz . Sự ảnh hưởng của kiểu phân bố đến các ứng suất ,    thể hiện rõ nét ở mặt trong và 

mặt ngoài, tương ứng tại mặt trong và mặt ngoài thì giá trị của tỷ lệ thể tích 
CNTV  đạt giá trị cực đại. Xu 

hướng biến thiên của , , zz     trong các trường hợp FG-Λ và FG-V, FG-O và FG-X là ngược nhau 

ứng với quy luật biến thiên của 
CNTV  ngược nhau. Giá trị các ứng suất của kiểu phân bố UD biến thiên 

gần như tuyến tính và nằm giữa các đường ứng suất của FG-Λ và FG-V, FG-O và FG-X.  Các ứng suất 

, zz   của trường hợp phân bố FG-V khi chịu tải áp suất trong, nhiệt độ mặt ngoài cao mặt trong xét 

về giá trị tuyệt đối là lớn nhất trong các kiểu phân bố. 

3.3. Ảnh hưởng của tải trọng nhiệt 

Thực hiện khảo sát ảnh hưởng của tải trọng nhiệt đối với vỏ trụ FG-V ngàm hai đầu. Thông số 

hình học, vật liệu, tải trọng áp suất của vỏ được xét như ở phần trước. Nhiệt độ bề mặt ngoài lần lượt 

xét là Tout=300; 400; 500; 600 K, điều kiện nhiệt độ ở mặt trong là Tin=300 K. Hình 3 thể hiện ảnh 

hưởng của tải trọng nhiệt đến phân bố nhiệt độ, chuyển vị, ứng suất tại vị trí giữa của vỏ. Từ Hình 3 ta 

thấy: 

Tải trọng nhiệt ảnh hưởng lớn đến phân bố nhiệt độ, chuyển vị và ứng suất của vỏ. Khi nhiệt độ 

bề mặt ngoài tăng thì chuyển vị tăng. Giá trị w khi Tout=600 K tương ứng xấp xỉ bằng 180%; 146%; 

120% so với các trường hợp Tout=300; 400; 500 K. 

Về mức độ ảnh hưởng, tải trọng nhiệt ảnh hưởng đến các thành phần ứng suất  ,    nhiều 

hơn đối với 
zz . Sự ảnh hưởng của tải trọng nhiệt đến ứng suất   tăng dần từ mặt trong ra mặt ngoài 

tương ứng với giá trị tỷ lệ thể tích 
CNTV  tăng từ 0 đến giá trị lớn nhất. Giá trị độ lớn của   trong các 

trường hợp Tout=300; 400; 500; 600 K tương ứng là 1.6; 16.8; 38.2; 59.5. Sự ảnh hưởng của tải trọng 

nhiệt đến ứng suất   thể hiện rõ nét ở cả mặt trong và mặt ngoài. Xu hướng biến thiên của    biến 

thiên quanh giá trị  9   tại lớp có vị trí 0.04z =−  .  Giá trị 
zz  biến thiên gần như tuyến tính từ 

giá trị áp suất ở mặt trong đến giá trị áp suất ở mặt ngoài. 

4. Kết luận 

Bài báo đã thực hiện xây dựng được mô hình tính toán vỏ trụ FG-CNTRC chịu tải trọng cơ nhiệt 

sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao có tính đến ứng suất pháp tuyến và xét đến ảnh hưởng của nhiệt 

độ đến các thông số vật liệu. Phân bố nhiệt độ trong vỏ được xác định từ phương trình truyền nhiệt và 

điều kiện biên nhiệt độ ở mặt trong và mặt ngoài. Hàm phân bố nhiệt độ thể được sự ảnh hưởng của các 

thông số vật liệu. Hệ phương trình cân bằng được giải bằng cách sử dụng phương pháp phân tích chuyển 

vị thành chuỗi lượng giác đơn, kết hợp với phép biến đổi Laplace. Mô hình và phương pháp tính toán 

được kiểm chứng với các kết quả đã được công bố cho thấy đảm bảo độ tin cậy. Bài báo đã tiến hành 

khảo sát ảnh hưởng của kiểu phân bố CNT, tải trọng nhiệt đến các đặc trưng phân bố nhiệt độ, chuyển 
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vị, ứng suất trong vỏ. Các kết quả khảo sát phù hợp với thực tế và có thể được sử dụng trong quá trình 

thiết kế, tính toán vỏ trụ chịu tải cơ nhiệt bằng vật liệu FG-CNTRC. 

 
a) Phân bố nhiệt độ theo chiều dày 

 
a) Chuyển vị w  

 
b) Ứng suất   

 
c) Ứng suất   

 
d) Ứng suất 

zz  

Hình 3 Ảnh hưởng của tải trọng nhiệt đến nhiệt độ, chuyển vị và ứng suất theo chiều dày tại 2l R =  
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